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房间里的大象

一个n阶行列式表示由它的n个列向量 (或者行向量)所确定的n维

空间当中的“平行体”的“带符号的体积 (或称容量)”——这个事实为

线性代数和高等代数教师所熟知，但是却很少在国内教材和课堂上

被详细地讨论.

大部分国内教材介绍行列式的方法还是使用抽象的

代数定义，常见的做法有两种：

(1). 使用排列和逆序数介绍n阶行列式的定义；

(2). 使用代数余子式递归定义；

而且一般讨论行列式的作为带符号体积的几何意义的时候，大部分

都只讨论2阶和3阶的情况.
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从学生的反映来看，前面所说的两种定义方法“动机性”都比较弱.

借此在诸位专家面前班门弄斧的机会，下面是我认为可行的一种策

略.
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行列式概念的引入

仍然使用二维平面上的情形，获得“带符号面积”应该有的性质. 然

后类推到n为空间.

n = 1: 微积分中 y = x和性质比 y = |x|的性质容易研究，因为

y = x具有线性性，是“带符号的长度”.
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二维平面上的有向面积

定义平面上的两个向量α1和α2所确定的平行四边形为集合

{c1α1 + c2α2 | 0 ≤ c1, c2 ≤ 1}

所确定的平面点集.
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反对称性：
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O α1 = α2

α1 + α2
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定义

假设n是一个正整数. 我们定义V 为如下的一个对应规则：给定任

意的Rn当中的n个向量α1, α2, . . . , αn, V (α1, α2, . . . , αn)都是一个

唯一确定的数，

而且V 满足以下三条性质：

(1). 规范性：V (ϵ1, . . . , ϵn) = 1;

(2). 多重线性性：
▶ 对于任意的指标 i, 和任意的n维向量 βi, 总有

V (α1, . . . , αi + βi, . . . , αn) =

V (α1, . . . , αi, . . . , αn) + V (α1, . . . , βi, . . . , αn).
▶ 对于任意的数k, 和任意的指标 i, 总有

V (α1, . . . , kαi, . . . , αn) = kV (α1, . . . , αn);

(3). 反对称性：如果α1, . . . , αn中有两个向量相同，那么

V (α1, . . . , αn) = 0.
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定理

上一页定义中的对应规则V 存在而且唯一.

证明

唯一性：记αi = (a1i, a2i, . . . , ani), 则

V (α1, . . . , αn) =
∑

k1k2...kn
是一个n级排列

ak11ak22 · · · aknnV (ϵk1
, . . . , ϵkn

),

其中V (ϵk1
, . . . , ϵkn

) = (−1)l(k1k2...kn), l(k1k2 . . . kn)是排列

k1k2 . . . kn的长度.

存在性：上式满足定义中的所有性质.
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方阵的行列式

定义

假设AAA = (α1, α2, . . . , αn) 是一个n阶方阵，那么我们定义它的行列

式为

|AAA| := det(AAA) := V (α1, α2, . . . , αn).
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行列式的性质

常见的行列式的性质都能够比较自然地推导出来.
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几何解释——n维平行体的带符号体积

定义n维空间中的n个向量α1, . . . , αn所确定的平行体为集合

{c1α1 + · · ·+ cnαn | 0 ≤ c1, . . . , cn ≤ 1}

所确定的平面点集.

n维平行体的体积满足错切不变性，行列式满足对第三种初等变换

的不变性.
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不妨假设AAA的n个列向量是线性无关的，

此时由Gram-Schmidt正

交化得到正交向量组β1, β2, . . . , βn. 记BBB = (β1, . . . , βn). 容易发现

BBB 是通过对AAA做第三种列初等变换得到的，所以 |AAA| = |BBB|. 同时

|BBB|2 = |BBBTBBB| = (∥β1∥ · ∥β2∥ · · · · · ∥βn∥)2 .

所以 |AAA|的绝对值等于 ∥β1∥ · ∥β2∥ · · · · · ∥βn∥, 即AAA 的列向量组所确

定的n维平行体的体积.
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谢 谢！
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